Posloupnosti

Podvédome tusime, ze posloupnost Cisel
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10
je jind nez posloupnost ¢isel
10,9,8,7,6,5,4,3,2,1
a ta uz uplné jina nez posloupnost ¢isel
10,8,4,6,1,3,7,5,9,2.
Pfitom vSechny posloupnosti obsahuji stejna Cisla. Rozdil je v jejich potadi. Miizeme fici, ze
posloupnost je mnozina ¢isel, ve které zalezi na potadi, v jakém jsou zapsany nebo jinymi slovy
posloupnost je zobrazeni pfirozenych ¢isel do mnoziny realnych ¢isel. Kazdému ptirozenému ¢islu (z
urcitého rozsahu, je-1i posloupnost omezena, nebo skutecné pro vSechna pfirozena Cisla, je-li
neomezend) je prifazeno n¢jaké realné Cislo.
11— 10= a
F———% G50,

3I—> 54-=

47— 21 = a,
T
6—> 35=a,
7T—> 46= a;
§— 97 = a;
99— 14 = a,
10— 3,5= ay

V zapise a,=r je a - nazev posloupnosti, k — index (kolikaty ¢len posloupnosti to je) a r — hodnota k-

o o __— o2 T
tého Clenu. Je-li zaddno a,= Y , pak pro 1. ¢len je jeho hodnota y » W3, 45¢ a
u . o o .
a,=—— za podminky, Ze u je Cislo pfirozené.

“u+1

Zadani posloupnosti
Posloupnost miize byt zadana vyétem prvki  @,=1,;a,=4,;a,=8;a,=16;a;=32;a,=64;... |
pfedpisem pro n-ty ¢len (2"_1), ; rekurentné @, = l;a,=2-a, | nebo graficky:
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Aritmeticka posloupnost
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Aritmetické posloupnost je kazdéa posloupnost, ve které je rozdil mezi dvéma sousednimi ¢leny
konstantni (neménny, stejny), tomuto rozdilu #ikame diference: a,—a,=a,op,—a,ppy=a,—a, =d .
Kdyz se budeme snazit vysledovat zavislosti (vztahy, nebo — chcete-1i — vzorecky), pak si miizeme



napsat:
a,=a, +d
a,=a,+d=a,+d+d=a,+2-d
a,=a;+d=a,+d+d=a,+d+d+d=a,+3-d
a;=a,+d=a;+d+d=a,+d+d+d=a,+d+d+d+d=a,+4-d

a,=a _,+d=a_,+2-d=...=a,+(n—1)d
Obdobn¢ mezi dvéma nesousednimi ¢leny plati vztahy:

a;=a,+(5-2)d

s0=2,,+(50—10)-d

a=a+(r—s)d
Vzorec pro soucet je lehce odvoditelny, napiSeme-li si posloupnosti pod sebe v obraceném potadi,
secteme-li je a uvédomime si, kazdy s¢itanec noveé vzniklé posloupnosti ma stejnou hodnotu a vyskytuje
se praveé nkrat.

s,=a,t+a,+a,;+...+a,_,+ta _ +a,

s,=a,ta,_,ta, ,+...ta;+a,+a,

2-s,=(a,+a,)+(a,+a, _,)+(a,+a, ,)+...
2-s,=(a,+a,)+(a, +d+an +(a,+2-d+a, _,)+...
2-s, =(a,+a )+(a,+a, ,+d)+(a,+a, ,+2:d)+
2-s,=(a,+a,)+(a,+a ) (a,+a )+...

Vzorec pro soudet prvnich n &lenti aritmetické posloupnosti tedy je  s,==(a,+a,,)
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Geometricka posloupnost

Geometrické posloupnost je kazdéa posloupnost, ve které je podil dvou sousednich ¢lent konstantni
. ., v s . ay Qo _ 4
(neménny, stejny), tomuto podilu fikdme kvocient: —= =
ap Qoo Gn-1
Kdyz se budeme snazit vysledovat zavislosti (vztahy, nebo — chcete-li — vzorecky), pak si miizeme
napsat:

n

=q

a,=2a,°q

a,=a,-q=a,;.q-q=a,q’
a,=ay-q=2a,,q'q=2,-9"q"q=a,-q’

as=a, q=2,'q'q=2,-9'q"q=2,-0'q-q'q=a,-q"

—- _ 2 — n—1
a,=3, rq=a, ,q =...=a,;q
Obdobn¢ mezi dvéma nesousednimi ¢leny plati vztahy:
_ 5-2
as=a,"q
_ 50—10
as0=aj0q
I
a,=agsq

Vzorec pro soucet je odvoditelny (trochu obtiznéji nez pro aritmetickou posloupnost), napiSeme-li si
posloupnosti pod sebe, druhou vynasobime ¢ a odecteme-li prvni od druhé (je-li ¢>0). Uvédomime si, ze
druhy, tfeti ¢tvrty az n-1. €len se odectou a zbude jen prvni ¢len prvni posloupnosti a posledni ¢len druhé
(vynasobené) posloupnosti.



Sn=a1+a2+a3+... +an72+an71+an
q-s,=q-a,+q-a,+qa;+...+q-a,_,+qa, ,+qa,

s,=a,+a,-q+a, q+..a,_s;q+a,_,’q+a,_,-q
q-s,=a,q+a,;q+a;q..+a,,-q+a, q++a, -q

qQ's,—s,=a;qtayqtasq..+a, ;q+a, q+a, q—(a;+a;q+ayq+..a, ;:q+a, »q+a, ;°q)

se(q—1)=a,q—a,

s, (g=1)=a; ¢" " q—a,
s, (g—1)=a,-q"—a,
Sn.<q_1)=al.(qn_1)
n_al.q 71
qg—1
Vzorec pro soucet prvnich n ¢lenli geometrické posloupnosti tedy je sn=a1-q _11
g—

ReSeni piiklady

1. Dokazte, Ze posloupnost (sin n); je omezena.
Funkce sin x je omezend v celém definiénim oboru, jeji obor hodnotje (—1,1) . Proto i
posloupnost sin n bude omezena.

2. Urcete posloupnost (log x")jo rekurentné a prvnim ¢lenem.

Musi platit podminka, ze x>0. Pak a 1 =logx, a 2 =1og x"2, a 3 =log x"3.

Obecné¢ a n=log x"n.

Z vlastnosti logaritmii vyplyva, ze logx+logx=logx-x=logx* , coZ je totéZ jako

2-logx=logx* .
Protoi logx"=logx" "-x=logx
Mizeme napsat a,=a,_,+logx .

n—1

+logx .

3. Stanovte n-ty ¢len posloupnosti 1/2, 3/4, 5/8, 7/16,... Rozhodnéte, zda je posloupnost omezena zdola
nebo shora; zda je rostouci nebo klesajici. Znazornéte prvnich 5 ¢lenti graficky.

1 3 5 oy v s , ;
a, =5 ,a 2=Z; a 3=§ S Ay =E . Ze sledovani zlomku feSeni nedostaneme. Zkusime se podivat
zvlast’ na Citatele a zvlaSt na jmenovatele. Rada l,3,5,7 odkazuje na lich4 ¢isla; fada 2, 4, 8, 16

_2n—1

n

na postupné mocniny ¢isla 2: @, . Cisla ve jmenovateli rychle rostou (geometricky,

nasobkem dvojky), kazdy novy ¢len posloupnosti je mensi a mensi, ale nikdy nebude zaporny,
ani nulovy. Posloupnost je omezend shora prvnim ¢lenem a zdola nulou, je klesajici.

4. Stanovte n-ty ¢len posloupnosti 1/3, 4/5, 9/7, 16/9,... Rozhodnéte, zda je posloupnost omezena zdola
nebo shora; zda je rostouci nebo klesajici. Znazornéte prvnich 5 ¢lent graficky.
azligot g 9., 16
b3 s g
jmenovatele. Rada 1, 4, 9, 16 je fada druhych mocnin pfirozenych &isel (mohla by to byt i &isla

. Znovu se zkusime podivat zvIast’ na Citatele a zvlast' na

" 2n+1
rostou (jsou to mocniny), kazdy novy ¢len posloupnosti ma vétsi a veétsi Citatel, proto
posloupnost roste, je omezend zdola prvnim ¢lenem.

zapornd); fada 3, 5, 7, 9 odkazuje na licha Cisla pocinaje 3: «a . Cisla v &itateli rychle

5. Urcete soucet prvnich osmi ¢lenti aritmetické posloupnosti, vite-li, ze a,=17 a a,=11



a,—a,

a,=a,+3-d=d= , d=-2. Stale je§té nezname a, ani a,. a,=a,+3-d=a,=a,-3-d
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a1=23. ag=a,+7-d nebotaké az=a,+d ,Haz=9. sg=%(a1+a,,) , 5= 128,
6. Napiste prvnich pét ¢lenit geometrické posloupnosti, je-li dano a3=4-\6 , a,=—8+3 .
a, 83 . a4y 443
a5=a4-q=16-\6 .

6. V geometrické posloupnosti je dano @, +a,=16 a a;+a,=19 | Urdete soudet prvnich péti
¢lend.
a,ta,+5d=16 2-a,+5-d=16
a,+2-d+a,+3-d=19 ° 2-a,+5d=19
neexistuje.

Tato soustava nema feSeni, tedy posloupnost

7. Pti¢teme-li k Cislim 2, 7, 17 totéz ¢islo, vzniknou prvni ti1 po sob¢ jdouci ¢leny geometrické
posloupnosti. Urcete je.
a,=2+k |, a,=T7+k=a,q , a,=17+k=a,,q=a,q" .Polpravé mame soustavu dvou

T+k _
| o THk=(24k)q 2%k ! o
rovnic o dvou nezndmych: 1T+ k=(24+k)-¢" nebo Iépe 17+k_ a tedy dosadime-li z
2+k !
prvni rovnice q do druhé rovnice, dostaneme 7tk _( T4k 2 , po upraveé
24+k \2+k
(17+k)-(2+k)=(7+k)* ,dale 34+19-k+k’=49+14-k+k> .Z toho vyjdek =3. A
nasledné q = 2. Pro kontrolu @,=5 ; a,=10 ; a;=20 | novy ¢len vyjde vynasobenim

ptedchoziho Cislem 2.

8. Urcete Ctyfi Cisla, kterd jsou Ctyfmi po sob¢ jdoucimi ¢leny geometrické posloupnosti a jejichz
dekadické logaritmy jsou Ctyimi po sob¢ jdoucimi ¢leny posloupnosti aritmetické s diferenci d = 1,
pricemz soucet téchto logaritmi je 22.

Geometrickou posloupnost oznaéime g, &, 2,789 , £,=g -q2 , .58, -q3 )
Pro aritmetickou posloupnost plati a,=logg, , a,=logg,=a,+1 | a;=logg;=a,+2 |
a,=logg,=a,+3
Pro zjednoduseni miizeme jest¢ vSude dosadit za g2, g3 a g4 vyjadieni pomoci geometrické
posloupnosti: a,=logg, , logg, -g=a,+1 | logg,¢’=a,+2 , logg,q¢’=a,+3
Ted mtizeme nahradit a,=logg, , dostaneme tfi rovnice logg,-g=logg,+1
logg-g’=logg,+2 , logg,-¢'=logg,+3 .
Z prvni rovnice s pouzitim pravidel pro logaritmus soucinu (logaritmus soucinu je soucet
logaritmil) dostaneme log g,+logg=logg,+1 |z toho vyplyva, Ze q = 10 (protoZe log q = 1).
Chybi ur€it al nebo téz ql. Soucet logaritmli znamena soucet ¢lenti aritmetické posloupnosti, z
cehoz vyplyva, ze 4-a,+6=22=a,=4  Aprotoze a,=logg, aal=4,jegl=10000.
Potom g2 = 100000, g3 = 1000000, g4 = 10000000. Ovéieni: log g,=log 10000=4 |
log g,=10og100000=5 | logg,=1og1000000=6 , logg,=log10000000=7 .
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